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支持向量机的若干新进展
王国胜 ,钟义信

(北京邮电大学信息工程学院 ,北京 100876)

　　摘　要 : 　支持向量机是九十年代中期发展起来的机器学习技术 ,与传统的人工神经网络不同 ,前者基于结构风

险最小化原理 ,后者基于经验风险最小化原理.实验表明 ,支持向量机不仅结构简单 ,而且技术性能尤其是泛化能力明

显提高.本文是一篇综述 ,介绍支持向量机研究的一些新进展 ,希望引起大家的重视.
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Some New Developments on Support Vector Machine

WANG Guo2sheng ,ZHONG Yi2xin
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Abstract :　Support vector machine is new machine learning technique developped from the middle of 1990s. Being different

from traditional neural network ,it is based on structure risk minimization principle ,while the latter on empirical risk minimization prin2
ciple. A large number of experiments have shown that ,comparing with traditional neural network ,support vector machine has not only

simpler structure ,but also better performances ,especially better generalization ability. In this paper ,some new developments on support

vector machine are introduced so as to draw our attention.
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1　引言
　　支持向量机 ( Support Vector Machine ,简称 SVM) 是

Cortes&Vapnik1995年首先提出来的[4 ] ,是近年来机器学习研

究的一项重大成果.根据 Vapnik&Chervonenkis的统计学习理

论[12～14 ] ,如果数据服从某个 (固定但未知的)分布 ,要使机器

的实际输出与理想输出之间的偏差尽可能小 ,则机器应当遵

循结构风险最小化原理 ,而不是经验风险最小化原理 ,通俗地

说就是应当使错误概率的上界最小化.支持向量机正是这一

理论的具体实现.与传统的人工神经网络相比 ,支持向量机不

仅结构简单 ,而且各种技术性能尤其是泛化 (generalization)能

力明显提高 ,这已被大量实验证实 [2 ,8 ] .目前 ,国内对支持向

量机的研究还刚刚起步 ,本文介绍支持向量机的一些新进展 ,

希望引起大家的重视.

2　支持向量机

　　什么是支持向量机 ?我们从模式识别问题谈起.

设输入模式集{ xi} < Rn由两类点组成 ,如果 xi属于第一

类 ,则标记 1 ,如果属于第二类 ,则标记 - 1.从中取大小为 �
的样本作为训练集 ( xi , yi) , i = 1 ,2 , ⋯, �,这里 yi = 1或 - 1.

学习的目标是要构造一个判别函数 ,将两类模式尽可能正确

地区分开来.分三种情况讨论.

211　线性可分情形

定义 1　称训练集是线性可分的 ,如果存在分离超平面

( w·x) + b = 0 ,使得

( w·xi) + b Ε 1 , yi = 1

( w·xi) + b Φ - 1 , yi = - 1
(1)

可把以上不等式合并写成

yi [ ( w·xi) + b] Ε 1 , i = 1 ,2 , ⋯, � (2)

注　对一个固定的超平面 ,参数 ( w , b)不是唯一确定的

(相差一个常数因子) .因此总能够找到一对 ( w , b) ,使上述不

等式中至少有一个以等式成立 ,为此只须令{ ( xi , yi) }到该超

平面的最小距离 = 1/ ‖w ‖.这样的表示方式称为这个超平

面关于{ ( xi , yi) }的标准表示.我们约定 ,以下的超平面均采

用标准表示.

定义 2　称分离超平面是最优的 ,若训练集到该超平面

的最小距离最大.

根据定义及上面的注 , ( w·x) + b = 0是最优的当且仅当

( w , b)是下面优化问题的解

min　1
2
‖w‖2

s. t . 　yi [ ( w·xi) + b] Ε 1 , i = 1 ,2 , ⋯, �

(3)

这个二次规划问题有唯一的极小点 ,用 Lagrange乘子法把 (3)
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化成其对偶形式

max　∑
�

i =1

αi -
1
2 ∑

�

i , j

αiαjyiyj ( xi·xj)

s. t . 　∑yiαi = 0 ,αi Ε 0 , i = 1 ,2 , ⋯, �

(4)

和 w = ∑
�

i =1

yiαixi

若αi > 0 ,称相应的 xi 为支持向量.于是最优超平面方程为

∑
x
i
∈sv

αiyi ( xi·x) + b = 0.采用判别函数

y = sgn[∑
x
i
∈sv

αiyi ( xi·x) + b ] (5)

图 1　实直线为最优超平面

一般来说 ,在实际问题中支持向量仅占训练样本的一小

部分 (如图 1中虚直线上实心圆和三角) ,这样 (5)中被加项就

较少了.

212　线性不可分情形

若训练集是线性不可分的 ,或事先不知道它是否线性可

分 ,引入非负变量ξi , i = 1 ,2 , ⋯, �,与式 (3)相对应的优化问

题是

min　1
2
‖w‖2 + c∑

�

i =1

ξi

s. t . 　yi [ ( w·xi) + b] Ε 1 -ξi

　　　　ξi Ε 0 , i = 1 ,2 , ⋯, �

(6)

这里ξi 可看作训练样本关于 (广义)分离超平面的偏差 ,ξi = 0

时问题变为线性可分情形 , c > 0是自定义的惩罚系数 ,用来

控制样本偏差与机器泛化能力 (与 1
2
‖w ‖2 有关)之间的平

衡.

用 Lagrange乘子法把式 (6)化成其对偶形式

max　∑
�

i =1

αi -
1
2 ∑i , j

αiαjyiyj ( xi·xj)

s. t . 　∑
�

i =1

yiαi = 0 ,0 Φαi Φ c , i = 1 ,2 , ⋯, �

(7)

和 w = ∑
�

i =1

yiαixi (8)

若αi > 0 ,称相应的 xi 为支持向量.判别函数为

y = sgn[∑
x
i
∈sv

αiyi ( xi·x) + b ] (9)

213　支持向量机

超平面的分类能力毕竟有限 ,为此引入分离曲面 ,主要思

想是 :作非线性映射Φ( x) : Rn→F , F是高维内积空间称为特

征空间 ,Φ( x)称为特征映射 ;然后在 F中构造 (广义)最优超

平面.

推导过程与 212完全相同 ,只是把那里的 x , xi 分别换成

Φ( x) ,Φ( xi) .不难看出为了求分离曲面 ,不必知道Φ( x)的确

切表达式 ,只要知道如何由输入 x , z计算内积 (Φ( x)·Φ( z) )

就够了 ,即

(Φ( x)·Φ( z) ) = k ( x , z) (10)

这个事实对构造支持向量机有重要意义 ,当特征空间的维数

巨大时 (实际情况常常如此 ,有时甚至是无穷维的) ,若直接计

算内积其复杂度可想而知 ,因此行不通.上述事实指出 :高维

特征空间中内积运算 ,可转化为低维输入空间 (相对而言维数

要低得多)上一个简单的函数计算.

称对称函数 k ( x , z)为核函数 ,称判别函数

y = sgn[ ∑
x
i
∈sv

αiyik ( xi·x) + b ] (11)

为支持向量机 (如图 2所示) .

　图 2

支持向量机由训练集和核函数完全刻画 ,这样在实际问

题中 ,常常是直接给出核函数 (而不是先给出映射Φ( x) ) ,所

以如何构造、选择核函数是个重要问题.给定输入空间 Rn 上

二元函数 k ( x , z) ,怎么判断它是否核函数 (即是否存在某个

内积空间 F和映射 Rn→F ,使 (10)式成立) ?著名的Mercer定

理给出一个充分条件[12 ] .常用的核函数有

多项式核 k ( x , z) = ( ( x·z) + t) p , t Ε 0 , p是自然数.

高斯 (径向基)核 k ( x , z) = e - ( ‖x - z‖2/ 2σ2)
,σ> 0.

两层神经网络核 k ( x , z) = S ( a ( x·z) + t) ,其中 S 是 sig2
moid函数 , a , t是某些常数.

实验表明 ,支持向量机有以下特点 :

Ó结构简单 .

Ó性能优良 ,尤其是泛化能力好.

Ó适合处理高维数据 :计算复杂性与输入模式的维数没

有直接关系 ,避免了维数灾难.

Ó有关的优化问题有唯一的极小点 .

Ó学习速度快 .

Ó更换核 k ,可以得到各种不同的分离曲面.

支持向量机不仅用于模式识别 ,这里的方法已被推广到

回归估计 ,函数逼近等[11 ,15 ] .

3　简化的支持向量机

　　在关于手写体数字识别的比较研究中 [9 ] ,人们发现虽然

支持向量机在成功率方面有明显优势 ,但识别速度不及某些

神经网络.为解决这个问题 ,Burge 提出了一种简化的支持向
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量机[3 ] ,不久这一技术被 Scholkopf等进一步发展[9 ] .鉴于该问

题在基于核的回归分析 ,主成分分析中同样存在 ,下面针对一

般情形进行描述.

设在特征空间中

Ψ = ∑
�

i =1

αiΦ( xi) (12)

这里 xi 是输入模式或支持向量 , (回想 213 及式 (7) , w =

∑
�

i =1

αiyiΦ( xi)中系数αiyi 相当于这里的αi) .为了减少计算量 ,

试图寻找Ψ的一个近似Ψ′= ∑
m

i =1

βiΦ( zi) , m < �,使得‖Ψ -

Ψ′‖2最小.

注意这里 zi 不必是支持向量.提出这个问题 ,不仅出于

主观上的要求 ,而且有现实可能性.第一 ,如果训练集中有若

干相同样本 ,因为展开系数必须满足某种约束 (如 0 Φαi Φ c ,

见优化问题 (7) ) ,因此式 (12)中可能出现同类项 ,将其合并就

能得到简化的展开式.第二 ,实际问题中训练集是各种各样

的.

上述问题涉及两方面 ,一是确定最优系数β,二是确定简

化集{ zi} .

定理 1[ 9] 　设Φ( zi )线性无关 , Kz
ij : = (Φ( zi )·Φ( zj ) ) ,

Kzx
ij : = (Φ( zi)·Φ( xi) ) ,则最优系数β= ( Kz) - 1 Kzxα.

注　倘若Φ( zi)线性相关 ,则总可以从中去掉若干个 ,使

余下的向量是线性无关的.不过这里的β依赖于 zi ,设想如果

找到一个算法它能够同时优化β和 zi ,那么用这些 zi 和定理

1所求得的最优系数至少和β一样好.从这个意义上说 ,定理

1是有用的 .

如何寻找 zi 呢 ?主要有两种方法 ,第一从{ xi}中选出 m

个最重要的作为 zi ,这种方法的优点是算法简单 ,但实际效果

不好 ;第二从 Rn 中选.实验表明 ,第二种方法比第一种要好

得多 ,所以下面只介绍第二种方法.先考虑一种简单情况.

311　Ψ′=βΦ( z)

这时为了最小化‖Ψ - Ψ′‖2 ,只要使Ψ到{Φ( z) }张成

的子空间的距离最小 ,即最小化

(Ψ·Φ( z) )
(Φ( z)·Φ( z) )

Φ( z) - Ψ
2

= ‖Ψ‖2 -
(Ψ·Φ( z) ) 2

(Φ( z)·Φ( z) )
,

为此只要最大化
(Ψ·Φ( z) ) 2

(Φ( z)·Φ( z) )
=

(Ψ·Φ( z) ) 2

k ( z , z)
.这时一旦求出

z ,则最优系数β=
(Ψ·Φ( z) )

(Φ( z)·Φ( z) )
.假设核有如下形式 (如高斯

核)

k ( x , z) = k ( ‖x - z‖2) , 　且 k ( z , z) = 1.

则问题变为最大化 (Ψ·Φ( z) ) 2 .令 ¨ z (Ψ·Φ( z) ) 2 = 2 (Ψ·Φ

( z) ) ¨z (Ψ·Φ( z) ) = 0得到充分条件

¨ z (Ψ·Φ( z) ) = 0 (13)

顺便指出 ,倘若 (Ψ·Φ( z) ) = 0 ,则 z不可能是最大值点 ,

除非 (Ψ·Φ( z) ) 2 ≡0 ,我们对这种退化情形不感兴趣.将 Ψ =

∑
�

i =1

αiΦ( xi)代入 (13)并整理得∑
�

i =1

αik′( ‖xi - z‖2) ( xi - z) =

0 , z =
∑
�

i = 1
αik′( ‖xi - z‖2) xi

∑
�

i = 1
αik′( ‖xi - z‖2)

.可通过下面的迭代求出 z

zn + 1 =
∑
�

i = 1
αik′( ‖xi - zn‖

2) xi

∑
�

i = 1
αik′( ‖xi - zn‖

2)
.

特别地对高斯核 k ( x , z ) = e - ( ‖x
i

- z‖2/ 2σ2)
,有 zn + 1 =

∑
�

i = 1
αie

- ( ‖x
i

- z
n
‖2/ 2σ2) xi

∑
�

i = 1
e - ( ‖x

i
- z

n
‖2/ 2σ2)

.

以上算法称为 PA算法 (Preimage Algorithm) .

312　简化集的构造

算法如下 :

(1)设Ψ1 = ∑
�

i =1

αiΦ( xi ) ,用 PA算法求β1 , z1 使 ‖Ψ1 -

β1Φ( z1) ‖2最小.

(2)令Ψ2 =Ψ1 -β1Φ( z1) ,用 PA算法求β2 , z2使‖Ψ2 -

β2Φ( z2) ‖2最小.然后根据定理 1用Φ( z1) ,Φ( z2)重新计算

最优系数β1 ,β2 (为了叙述简单 ,优化后的系数不妨仍记为

β1 ,β2) .

(3)一般地设Ψm = ∑
�

i =1

αiΦ( xi) - ∑
m - 1

i =1

βiΦ( zi ) ,用 PA算法

求βm , zm 使‖Ψm - βmΦ( zm) ‖2 最小.然后根据定理 1用Φ

( z1) ,Φ( z2) , ⋯,Φ( zm)重新计算最优系数β1 ,β2 , ⋯,βm .当迭

代达到预定的次数 ,或者误差‖Ψm + 1‖(即‖Ψ1 - ∑
m

i = 1
βiΦ( zi)

‖)小于预定的门限 ,迭代过程停止.最后得到简化的展开式

Ψ′= ∑
m

i =1

βiΦ( zi) ( m < �) .

从第二步开始 ,每次都要重新计算最优系数 ,这是由于一

般情况下 ,Φ( z1) ,Φ( z2) , ⋯,Φ( zm)不是正交的 ,因而通过正

交投影不能得到 Ψ的最佳近似.

Scholkopf等用以上算法 ,构造了简化的支持向量机 ,并在

USPS手写体数字数据库上进行了实验 (选用高斯核) [9 ] .结果

表明 ,识别速度提高到未简化时的 10倍 ,错误率仅从 414 %上

升到 511 % ,综合指标高于传统神经网络.实验还与通过整体

优化 (βi , zi)构造简化集的方法[3 ]进行了比较 ,虽然后者的错

误率降至 510 % ,但计算量比这里的方法大约高两个数量级.

4　构造与实际问题有关的核

　　核函数与支持向量机的性能有密切关系 ,如何构造与实

际问题有关的核函数 ,一直是支持向量机研究的重要课题.

Amari &Wu设计了一种算法[1 ] ,他们通过对核函数的黎曼几何

分析 ,提出利用实验数据逐步修正已有的核函数 ,使之更好地

与实际问题相吻合.

设特征映射 U =Φ( x) ,则 dU = ∑
i

5
5 xi
Φ( x) dxi (注意Φ

( x)是高维向量) , ‖dU ‖2 = ∑
i , j

gij ( x) dxi dxj ,这里 gij ( x) =
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( 5
5 xi
Φ( x) )·( 5

5 xj
Φ( x) ) .称非负定距阵 ( gij ( x) )为 Rn上 (由Φ

( x)诱导)的黎曼张量 , ds2 = ∑
i , j

gij ( x) dxi dxj 为 Rn 上的黎曼距

离.赋予黎曼距离的 Rn 成为黎曼空间 ,体积微元 dV =

g ( x) dx1⋯dxn ,其中 g ( x) = det ( gij ( x) ) .通俗地说 , g ( x)反

映了特征空间中点Φ( x)附近局部区域被放大的程度 ,因此

也称 g ( x)为放大因子.因为 k ( x , z) = (Φ( x)·Φ( z) ) ,可以

验证[1 ] gij ( x ) =
5 k

5 xi5 zj z = x
. 特别地对高斯核 k ( x , z ) =

e - ( ‖x - z‖2/ 2σ2) , gij ( x) =
1
σ2δij .

在模式识别问题中 ,为了更好地将两类不同的模式区分

开 ,希望尽量拉大他们之间的距离.确切地说尽量放大分离曲

面附近的局部区域 ,而保持其他区域变化不大.但是 ,人们事

先并不知道分离曲面是什么.考虑到支持向量几乎总是出现

在分离曲面附近 ,故设法放大支持向量的局部区域 ,可用修正

核函数的办法达此目的.

设 c ( x)是 Rn 上正的可微实函数 , k ( x , z)是高斯核函

数.根据Mercer定理[12 ]

�k ( x , z) = c ( x) k ( x , z) c ( z) (14)

也是核函数 ,可计算出相应的 �gij ( x) = ci ( x) cj ( x) + c2 ( x) gij ,

这里 ci ( x) =
5

5 xi
c ( x) . Amari &Wu设 c ( x)有下面的形式[1 ]

c ( x) = ∑
x
i
∈sv

hie
- ( ‖x

i
- x‖2/ 2τ2) (15)

τ> 0是参数 , hi 是权系数.则在支持向量 xi附近
[1 ] �g ( x)≈

hn
i

σn e - ( nr
2
/ 2τ

2
) 1 +
σ2

τ4 r2 ,这里 r = ‖x - xi ‖是欧几里得距离 .

为保证 �g ( x)在 xi附近 (即 r很小)取最大值 ,同时在其他区

域取较小值 ,经计算知

τ≈σ/ n (16)

于是新的训练过程由两步组成 :

(1)先用某个核 k (高斯核)进行训练 ,然后按照式 (14) ,

(15)和 (16)得到修正的核 �k .

(2)用 �k 进行训练.

实验表明[1 ] ,这种改进的训练方法不仅可以明显地降低

错误识别率 (几乎降低了一半) ,而且意想不到的是还能减少

支持向量的个数 ,从而提高了识别速度.

5　结束语

　　当前 ,对支持向量机的研究方兴未艾 ,本文介绍了部分有

代表性的工作 ,这方面的工作还有许多 ,总的来说 ,主要围绕

两个方面 :一是通过对支持向量机本身性质的研究 ,提出进一

步完善的措施 ,如文中所介绍的那样 ,此外还包括多类识别问

题和快速训练算法等.二是不断探索新的应用领域 ,支持向量

机本质上是一种非线性数据处理工具 ,人们注意到它在数字

信号处理、图象处理、智能控制等领域有巨大的应用潜力 ,这

方面已经有了一些结果 ,如基于核的主成分分析、非线性去

噪、非线性模式重建以及数据挖掘等 .支持向量机是一项很

有发展前途的技术.
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